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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ДИНАМІКИ ВІБРОЗАХИСНОЇ СИСТЕМИ, 
ОСНАЩЕНОЇ РОЛИКОВИМ ГАСИТЕЛЕМ 
Using the methods of mathematical modeling to develop numeral-analytical approach for determination of equations 
of ACHKH of the nonlinear vibroprotective system with a new isochronous roller absorber in the first approaching 
and to define the optimum parameters of its tuning. For the conclusion of equations ACHKH the averaging method 
of W. Ritz, adapted to the probed task, was used. For the solution of nonlinear algebraic equations of ACHKH of the 
system the special programmatic complex was developed in a non-obvious form. For determination of optimum pa-
rameters of tuning of roller absorber, a numeral-graphic method is offered and a numeral experiment is conducted on 
determination of the indicated parameters. It is set on the basis of numeral experiment, that the own frequency of the 
optimum adjusted absorber in the nonlinear raising does not coincide with the own frequency of the optimum ad-
justed absorber in the linear raising. In addition, the maximal values of amplitudes of bearing body for linear and 
nonlinear tasks differ substantially: a rejection makes about 10 % (less than for a nonlinear task).  Main advantage of 
the offered roller absorber consists of that frequency of own oscillations of absorber does not depend on the relative 
rejections of its working body. Therefore even at the large relative rejections of working body of absorber originally 
adjusted his parameters remain stable, and oscillations — isochronous. It is determined that the offered absorber is ef-
fective enough: it is possible using it to decrease substantially the level of amplitudes of the forced oscillations of 
bearings bodies. 
Keywords: vibroprotective system, isochronous roller absorber, brachystochrone for a roller, settled forced oscillations, 
amplitude-frequency characteristic, parameters of tuning of absorber. 
Вступ 
Вимушені коливання різноманітних несу-
чих об’єктів та їх елементів завжди становили 
велику технічну проблему, створюючи пряму 
загрозу їхній міцності, надійності та стійкості. 
Разом із конструктивними рішеннями, які за-
безпечують оптимальне проектування конструк-
цій, що піддаються вимушеним коливанням, 
для зменшення рівня динамічних навантажень 
сьогодні використовується ціла низка різних 
динамічних гасителів та демпферів вимушених 
коливань [1—10]. Проте існуючі динамічні га-
сителі, по-перше, за своїми фізичними влас-
тивостями мають можливість функціонувати 
тільки у частотному діапазоні 3ω ≤  рад/с (на-
приклад маятникові, ударні або пружинні гаси-
телі), і по-друге, вони не ізохронні при вели-
ких переміщеннях їхніх робочих тіл. Тому цей 
недолік обмежує область коректного застосу-
вання традиційних гасителів зазначеним вище 
частотним діапазоном. Але саме у нижньому 
діапазоні (0,3—3 рад/с) перебувають власні час-
тоти основного тону коливань таких висотних, 
масивних і великогабаритних об’єктів, як теле-
вежі, радіощогли та витяжні труби теплоелект-
ростанцій [1—4, 6, 8—10], великовантажні кора-
блі та підводні човни [11, 12], електричні про-
води потужних ліній електропередач [13—15], 
мостові ванти [16—20] тощо. Тому останнім ча-
сом значно зросла увага до розробок конструк-
цій нових компактних гасителів, ефект віброза-
хисту яких ґрунтується на коченні без ковзання 
одних твердих тіл по криволінійних поверхнях 
інших рухомих тіл [14, 15, 22]. 
Запропонована робота містить продовжен-
ня наукових досліджень з математичного моде-
лювання динамічної поведінки низки віброза-
хисних систем із котковими гасителями, які 
висвітлені в [21, 23—25]. У цих працях було по-
будовано, теоретично й експериментально об-
ґрунтовано теорію коткових гасителів для віб-
розахисту висотних об’єктів у низькочастотно-
му діапазоні. У конструкції перших коткових 
гасителів робочі виїмки були виконані у вигля-
ді алгебричних поверхонь другого порядку (ци-
ліндричними або сферичними). В монографії 
[21] було показано, що частота власних коли-
вань робочих тіл коткових гасителів зі сферич-
ними або циліндричними виїмками залежить 
від різниці радіусів виїмки та котка, що дуже 
важливо з точки зору габаритів гасителя.  
Проте головним недоліком вказаних гаси-
телів є те, що при великих амплітудах коливань 
їхніх робочих тіл (більше 0,5 м) вони переста-
ють бути ізохронними, що значно зменшує точ-
ність та стабільність параметрів їх настроюван-
ня на частоту несучого тіла. 
На основі теоретичних і експерименталь-
них досліджень було розроблено цілу низку 
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нових технічних рішень ізохронних коткових 
гасителів і амортизаторів, конструкції яких за-
хищені патентами на винаходи [15, 22]. 
Отже, головним напрямом досліджень ди-
намічної поведінки запропонованих віброзахис-
них систем є аналіз ефективності впливу ізо-
хронного роликового гасителя на рівень амплі-
туд вимушених коливань несучих тіл. Проте 
такий аналіз без розробки та залучення корект-
них математичних методів визначення амплітуд-
но-частотної характеристики (АЧХ) такої нелі-
нійної віброзахисної системи неможливий.  
Відсутність адекватних підходів до визна-
чення АЧХ віброзахисної системи з новим ро-
ликовим гасителем у нелінійній постановці та 
відповідних математичних методів визначення 
оптимальних параметрів його настроювання 
стримує подальше впровадження таких гасите-
лів у практику віброзахисту. 
Постановка задачі 
Мета статті — за допомогою методів мате-
матичного моделювання розробити аналітично-
числовий підхід для визначення рівнянь АЧХ 
нелінійної віброзахисної системи з новим ізо-
хронним роликовим гасителем у першому на-
ближенні та визначити оптимальні параметри 
його настроювання. 
Поставлене завдання розглядається впер-
ше, є актуальним та має цілком визначену 
практичну направленість — забезпечити точ-
ність і стабільність функціонування нового ро-
ликового гасителя при значних амплітудах ви-
мушених коливань несучого тіла.  
Вихідні положення 
Розглядається періодичний рух 
віброзахисної системи з ізохронним 
роликовим гасителем під дією зов-
нішнього гармонічного збудження 
0( ) sin( )F t F t= ω  (рис. 1). На нижній 
грані робочого тіла гасителя викона-
ні опуклі робочі виїмки (поверхні) 
однакових розмірів, які взаємодіють 
із відповідними роликами, шарнірно 
закріпленими на несучому тілі. Кож-
на виїмка робочого тіла гасителя ви-
конана обертанням брахістохрони для 
ролика навколо своєї вертикальної 
осі [23—25]. На рис. 1 показано вер-
тикальний переріз однієї з таких ви-
їмок, яка переміщується по своєму 
ролику. Всі ролики перекочуються по вказаних 
опуклих поверхнях без ковзання, тобто у точ-
ках дотику роликів і робочих виїмок реалізу-
ються кінематичні в’язі. 
Поглинання енергії коливань гасителем 
здійснюється за рахунок використання двох 
пар повітряних демпферів, які закріплені шар-
нірно відносно несучого тіла та робочого тіла 
гасителя і функціонують у двох перпендикуляр-
них напрямках [22, 23, 25]. Коливальні рухи 
робочого тіла гасителя є поступальними і від-
буваються у вертикальній площині, перпенди-
кулярній осі обертання ролика.  
Для реалізації коливальних рухів робочого 
тіла по роликах скінченних розмірів необхідно, 
щоб радіус кривини виїмки у точці дотику з 
роликом був більший, ніж радіус ролика. В 
праці [23] було відмічено, що радіус кривизни 
брахістохрони, яка утворює кожну виїмку робо-
чого тіла, дорівнює ( ) 4 cos( ) ,R rρ η = η +  де r  — 
радіус ролика, R  — відповідний параметр бра-
хістохрони, η  — кут відхилення нормалі n  у точці дотику ролика і виїмки від вертикалі. 
Отже, зазначена вимога виконується для до-
вільних значень кута ,η  крім крайніх кутів 
2,η = ± π  при яких радіус кривизни брахісто-
хрони дорівнює ( 2) .rρ ± π =  
У праці [23] було отримано такі нелінійні 
рівняння руху досліджуваної віброзахисної сис-
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=  R  — пара-
метр брахістохрони для ролика; 1m  — маса не-сучого тіла; 2m  — маса ролика; 3m  — маса ро-
бочого тіла гасителя; 1k  — жорсткість пружно-
го елемента несучого тіла; 0F  — максимальна 
зведена амплітуда зовнішнього збудження; xn  — 
коефіцієнт демпфірування несучого тіла; nη  — 
коефіцієнт демпфірування робочого тіла гаси-
теля; x  — перша узагальнена координата, яка описує амплітуду горизонтального відхилення 
центра мас несучого тіла; η  — друга узагальне-
на координата, яка описує кут відхилення нор-
малі n  до брахістохрони, що проходить через 
центр мас ролика, від вертикалі (див. рис. 1).  
Визначення АЧХ віброзахисної системи з 
ізохронним роликовим гасителем для нелі-
нійної задачі 
Розглядаються усталені вимушені коливання 
нелінійної віброзахисної системи під дією зовні-
шнього гармонічного збудження 0 sin( ).F tω  Для 
визначення АЧХ віброзахисної системи скориста-
ємося процедурою осереднення В. Рітца [26—28], 
адаптованою до досліджуваної задачі. В основі цієї 
процедури лежить припущення про те, що при 
усталених вимушених коливаннях системи серед-
нє значення віртуальної роботи за один період 
коливань дорівнює нулю. 
Нехай рух механічної системи твердих тіл 
описується системою диференціальних рівнянь 
другого порядку:  
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де 1 2, , , kZ Z Z  — узагальнені координати ме-
ханічної системи.  
Тоді вираз для віртуальної роботи на окре-
мому віртуальному переміщені iZδ  має вигляд 
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У подальшому будемо припускати, що на-
ближений розв’язок задачі про усталені коли
вання для кожної узагальненої координати 
( )jZ t  
можна подати у вигляді такого скінчен-
ного ряду:  
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Z t A t
=
= ψ  (5) 
де iψ  — періодичні функції часу, які виби-раються із врахуванням специфіки руху ме-
ханічної системи і мають період ,kT  k =  
1,2,3 : ( ) ( );i k it T t= ψ + = ψ  ijA  — вагові коефі-
цієнти, які визначаються з умови, що серед-
нє значення віртуальної роботи за один пе-
ріод коливань системи дорівнює нулю:  
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× ψ δ =
     
(6)
 
Через те, що варіації ijAδ  у виразах (6) є 
незалежними, вирази (6) із врахуванням фор-
мул (5) перетворюються на систему неліній-
них рівнянь відносно невідомих вагових кое-
фіцієнтів :ijA  
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(7) 
У практиці визначення першого набли-
ження в таких задачах обмежуються одним—
двома членами ряду (5) [26—28]. Для досліджу-
ваної задачі кожну узагальнену координату в 
системі рівнянь (1) і (2) замінимо двочленним 
відрізком ряду (5) таким чином:  
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2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )
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= η = ψ + ψ =




де 1( ) sin( )t tψ = ω  і 2( ) cos( ).t tψ = ω  
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Розкладемо в ряди Тейлора тригонометрич-
ні функції, які входять у рівняння руху (1) і (2), 














η ≅ η − η + η
η ≅ − η + η
η ≅ η + η + η
 (10) 
Після цього підставимо у рівняння (1) і (2) 
тричленні відрізки (10) відповідних рядів Тей-
лора. В результаті запишемо таку систему ди-
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Підставимо в рівняння (11) і (12) замість 
( )x t  і ( )tη  праві частини виразів (8) і (9). Піс-
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Застосуємо до рівнянь (13) і (14) процедуру 
осереднення за часом на відрізку [0, 2 ].π  Для 
цього спочатку помножимо рівняння (13) і (14) на 
sin( )tω
 
та проінтегруємо їх на відрізку [0, 2 ].π  
Далі те ж саме інтегрування виконаємо після по-
множення зазначених рівнянь на cos( ).tω  
Унаслідок осереднення за часом і тотож-
них перетворень (які тут не наводяться) отри-
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G B = + +  
Із використанням рівнянь (15)—(18) ви-
значимо АЧХ ( )A A= ω  віброзахисної системи. 
Для цього необхідно звільнитися від проміж-
них змінних , , .B α β  
Спочатку визначимо перше алгебричне рі-
вняння, яке зв’язує амплітуди вимушених ко-
ливань A  (несучого тіла) і B  (робочого тіла 
гасителя). Для цього помножимо рівняння (17) 
на ( sin ),− β  а рівняння (18) — на cos ,β  після 
чого їх додамо. В результаті тотожних перетво-







α − β =
ω
 (19) 
Тепер помножимо рівняння (17) на cos ,β  
а рівняння (18) — на sin ,β  після чого знову їх 
додамо. В результаті отримаємо співвідношен-
ня для cos( ):α − β  
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α − β = χ − 
ω   (20) 
Використовуючи вирази (19) і (20), запи-
шемо перше алгебричне рівняння, яке зв’язує 
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 (21) 
Визначимо друге алгебричне рівняння, яке 
зв’язує шукані амплітуди A  і .B  Для цього 
помножимо рівняння (15) на cos ,β  а рівняння 
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Підставимо праві частини співвідношень 
(19) і (20) у рівняння (22), замінивши 
sin( )α − β  і cos( )α − β
 
відповідними виразами. 
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Використовуючи рівняння (15) і (16) діс-
танемо таке співвідношення:  
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Підставимо ліву частину рівняння (23) у 
вираз (24) замість добутку 0 cos ,F β  після чого 
дістанемо друге співвідношення між шуканими 
амплітудами A  і :B  
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На основі рівнянь (21) і (25) отримаємо 
нелінійне алгебричне рівняння для неявно за-
даної функції [ ( ), ] 0,BΦ ω ω =
 
яке має такий 
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3 1( ; ) (2 ) ( ; );F B n F Bηω = + ω  
2 2
4 2( ) (2 ) ( );xF n Fω = + ω  
2
5 1( ; ) ( );F B G Bω = νω  
6 1 2 5( ; ) 8 2 ( ; ) ( ) ( ; );xF B n n F B F F Bηω = + ω ω + ω  
7 3 4( ; ) ( ; ) ( );F B F B Fω = ω ω 8 5 6( ; ) ( ; ) ( ; );F B F B F Bω = ω ω  
9 7 8( ; ) ( ; ) ( ; ).F B F B F Bω = ω + ω  
Як випливає з рівняння (26), встановити 
графічний портрет функції ( )B B= ω  можна 
тільки числовими методами. 
Для визначення функціональної залежності 
( )B B= ω
 
з рівняння (26) було розроблено спеці-
альний програмний комплекс. Після отримання 
функціональної залежності ( )B B= ω  у числово-
му вигляді далі за допомогою формули (21) було 
визначено головну шукану функціональну залеж-
ність ( )A A= ω
 
− АЧХ несучого тіла.  
Рівняння (26) і (21) для АЧХ у нелінійній 
постановці перетворюються на рівняння АЧХ у 
лінійній постановці (яке отримане в праці 
[25]), якщо у рівняннях (26) і (21) покласти 
 1 2 3( ) ( ) ( ) 1.G B G B G B= = =   
Визначення оптимальних параметрів настро-
ювання ізохронного роликового гасителя для 
нелінійної задачі 
Параметри настроювання досліджуваного 
гасителя будемо визначати для віброзахисної 





0,05;ν =  0,0025;μ =  1,02;χ =  
0 0,03 ;F g=  0
1,2 рад /с;ω =
 
g  — 
прискорення 
вільного падіння. Такі ж характеристики були 
вибрані раніше для дослідження лінійної сис-
теми в [25] з метою подальшого порівняння 
обох результатів. 
 Максимальна амплітуда 0( 0,03 )F g=  зов-
нішнього силового збудження та рівень демп-
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фірування несучого тіла 1( 0,03 c )xn −=  були 
визначені із врахуванням нормативних докумен-
тів будівельної галузі. 
Для визначення оптимальних параметрів 
R  і nη  настроювання ізохронного роликового гасителя для нелінійної задачі було розроблено 
і реалізовано графічно-числовий метод. Він 
ґрунтувався на тому, що АЧХ досліджуваної 
двомасової механічної системи із оптимальни-
ми параметрами настроювання гасителя має 




ϖ =  із двома рівними максимумами на 
відповідних частотах 1ω  і 2ω  [28]. Тому пара-
метри R  і nη  визначалися з умови рівності 
двох максимумів графіка функції, один з яких 
відповідає зведеній масі 1m  несучого тіла на 
частоті 1,ω  а другий — масі 3m  робочого тіла 
гасителя на частоті 2.ω  
Величина параметра R  була визначена за-
значеним графічно-числовим методом (рис. 2). 
Із наведеного графіка на рис. 2 випливає, що 
шукана оптимальна величина параметра R  до-рівнює 1,868 м.Rω =   
Далі з використанням розробленого графіч-
но-числового методу аналогічно знаходимо оп-
тимальну величину коефіцієнта nη  при визна-
ченому вище параметрі 1,868 мRω =  (рис. 3). 
Тут суцільна крива 1A  побудована при фіксо-
ваній частоті 1,ω  а штрихова крива 2A  — при 
фіксованій частоті 2.ω  Перетин цих кривих із 
мінімальною амплітудою досягається саме при 
10,16 c .n −η =  
Із використанням визначених вище пара-
метрів 1,868 мRω =  і 10,16 cn −η =  було побу-
довано відповідний графік АЧХ системи (рис. 4). 
Як і очікувалось, він має два рівних максимуми, 
кожен із яких має величину max 0,935 м.A =  Са-
ме такий симетричний вигляд АЧХ вказує на 
те, що параметри настроювання роликового га-
сителя вибрані належним чином.  
Графік на рис. 4 для нелінійної задачі які-
сно не відрізняється від графіка АЧХ, побудо-
ваного для лінійної задачі в [25]. Але він побу-










Рис. 3. Графічне визначення оптимальної величини пара-








Рис. 4. Графік АЧХ віброзахисної системи, обладнаної ро-
ликовим гасителем з оптимальними величинами па-











Рис. 2 Графічне визначення оптимальної величини параме-
тра R  
0,8 
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тра :Rω  цей параметр для лінійної задачі [25] 
дорівнював 1,91 м,Rω =  що незначно відрізня-
ється за величиною від параметра Rω  для не-
лінійної задачі, в якій 1,868 м.Rω =  Проте мак-
симальне значення амплітуди несучого тіла для 
нелінійної задачі на 10 % менше, ніж у лінійній 
задачі: для лінійної задачі max 1,031 м,A =  а для 
нелінійної задачі — max 0,935 м.A =  
Для порівняння на рис. 5 наведено графік 
АЧХ, побудований для одномасової механічної 
системи з тими ж параметрами, що й у дослі-
джуваної віброзахисної системи, але без роли-
кового гасителя. 
Порівнюючи максимальні значення амплі-
туд вимушених коливань несучого тіла на рис. 4 і 
5, можна зробити висновок про значну ефектив-
ність функціонування запропонованого ізохрон-
ного роликового гасителя. Його використання 
забезпечує більш ніж чотириразове зменшення 
амплітуд вимушених коливань несучого тіла.  
Висновки 
Аналіз ефективності впливу ізохронного 
роликового гасителя на рівень амплітуд виму-
шених коливань несучих тіл базувався на побу-
дові та реалізації коректних математичних ме-
тодів визначення АЧХ досліджуваної неліній-
ної віброзахисної системи. Для визначення 
АЧХ системи в першому наближенні було ви-
користано процедуру В. Рітца, адаптовану до 
досліджуваної задачі з наступним осереднен-
ням за часом. У результаті було отримано нелі-
нійні алгебричні рівняння АЧХ системи в не-
явній формі, для розв’язання яких розроблено 
спеціальний програмний комплекс. З його ви-
користанням було встановлено загальний гра-
фічний портрет АЧХ системи. Крім того, роз-
роблено графічно-числовий метод визначення 
оптимальних параметрів настроювання роли-
кового гасителя, який дав можливість налаш-
тувати гаситель по частоті (параметр R ) та по 
амплітуді (параметр nη ).  
Проведений числовий експеримент показав, 
що власна частота оптимально налаштованого га-
сителя в нелінійній постановці не збігається із 
власною частотою оптимально налаштованого га-
сителя в лінійній постановці. Встановлено, що 
при оптимальному настроюванні параметрів ізо-
хронного гасителя максимальні значення амплітуд 
несучого тіла для лінійної і нелінійної задач істот-
но відрізняються: відхилення становить близько 
10 % (менше для нелінійної задачі). 
Числові експерименти з нелінійною дина-
мічною моделлю також виявили високу ефек-
тивність використання нового ізохронного га-
сителя: амплітуда вимушених коливань несучо-
го тіла може бути зменшена у чотири рази за 
рахунок вибору оптимальних параметрів на-
строювання гасителя.  
Головна перевага запропонованого ролико-
вого гасителя полягає в тому, що центр мас йо-
го робочого тіла завжди прокреслює циклоїду і 
частота власних коливань не залежить від відно-
сних відхилень його робочого тіла. Результатом 
цього є те, що навіть при великих відносних 
відхиленнях робочого тіла гасителя попередньо 
налаштовані його параметри залишаються ста-
більними, а коливання — ізохронними. 
Подальші перспективні дослідження в ме-
жах цього наукового напряму будуть стосува-
тись визначення АЧХ досліджуваної віброзахис-
ної системи у вищих наближеннях (другому, 
третьому тощо) і впливу ступеня наближення 
на точність настроювання параметрів гасителя. 
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